





















This bulletin states application of the particle swarm optimization (PSO) to bifurcation analysis in discrete 
dynamical systems. The period doubling bifurcation is one of the typical bifurcation phenomena. In order to 
calculate the period doubling bifurcation sets, we present a PSO algorithm with two key points. First, we 
define one objective function that can describe multiple bifurcation sets simultaneously. Second, we introduce 
a simple tabu routine that can search multiple optimization points effectively. We apply the algorithm in the 
sine-circle map and investigate its performance. The sine-circle map is a typical example that exhibits various 
bifurcation phenomena in one-dimensional discrete dynamical systems. 



















































以下の 1 次元離散時間力学系を考える： 
 









不動点  及び 2 周期点  は，それぞれ次式により
定義される： 
  (3)　　11 ppf   
       (4)　　2222
2
2 ppf,ppfpff   































分岐集合を導出する関数を  a1F ，2 周期点による周期倍
分岐集合を導出する関数を  a2F とする．   01 aF ,  
  02 aF となる a を解とする場合，各関数の解集合が 
周期倍分岐集合に対応する： 
 
      (7)011 　　 aaa ,DffF ,    
      (8)01222 　　 aaa ,DffF ,  
ただし，  は空回し回数であり，  の導出後に  a1F ，
 a2F を計算する． 
ここで，目的関数 H(a)の最適化により 2 つの周期倍分
岐集合を同時に導出するため，H(a)を次式により定義す
る： 
      (9)21 　　aaa FFH   
 
３． PSO アルゴリズム 
 
 はじめに，目的関数の近似解 sa とパラメータ探索空間
DS を定義する： 
  (10)　　saH  
   (11)　　maxminmaxminD ,,S    
 ここで，所望の範囲かつ間隔で近似解を探索するため
に，横線の探索直線を m 本設定する： 
 
    (12)1 　　 md minmax   
  (13)m,1,2,1: min 　　 zd,zlz   
ただし，d は探索直線同士の間隔である．PSO での探索
範囲は m 本の探索直線上に限定される．以上の定義に基
づく PSO のアルゴリズムを以下に述べる． 
 はじめに，粒子の表記を定義する．N は粒子数で g は
世代である．    (g)x(g),xg iiix  と    (g)v(g),vg iiiv  は
それぞれ i 番目( N,,,i 21 )粒子の位置と速度である．
ただし，  gix はパラメータ a に対応し， (g)xi は探索直
線上に限定される．また， 0(g)vi は全粒子全世代にお





ローカルベスト    (g)L(g),Lg iiiL  である． 
Step 1：初期位置  0ix と (0)iv を以下の通り設定する： 
 
    (14)1)( 　　 Nigx minmaxmin 
i
 
    (15)1min 　　dzgx
i
β    




      (17))()()()( 　　　 gxgLcgxgpcgwxgv iiiiii  
(18))()()( 　　gvgxgx iii    
ただし，wは慣性定数，c は加速度係数である． 
 
Step 3：  gip と  giL を次式により更新する： 
 
           19　　　　　　 gHgHifgg iiii xpxp 
           20　　　　　　 gHgHifgg iiii pLpL 
 
Step 4：式(21)を満たした場合，  giL を近似解とみなす： 
 
    21　　gH iL  
    (22)　　g, isss La    
 
sa の位置を基準に直線上にタブー区間 TR を設定： 
  (23)　　rRT  s  
ここで，2r がタブー区間の距離である．粒子の局所解ト
ラップを避けるため，区間内はその評価を ζ に改悪する： 
  (24)for 　　　　　 TRαζH a  
 
Step 5：g ← g + 1 とし，世代上限 maxg まで Step 2 へ． 
Step 6：z ← z + 1 とし，次の探索直線上に移行する． 
    全ての探索直線上で探索を終えたら探索終了． 
４． 数値実験 
 
試行錯誤で PSO パラメータ値は以下の通り設定した． 
 
　30040501503500  m,.ε,.β,.β,.α,α maxminmaxmin  
　205090702520  ζ,.r,.c,.w,g, maxN  
 














図 1 探索過程 
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